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Cukrové posloupnosti 2 — SS — feseni

Ve videu si moderator stavi z kostek cukru riizné stavby. Podobnych staveb si mizeme vytvofit celou
fadu a nékteré z nich si ukazeme a prozkoumame z pohledu matematiky. Kostku ,bézného“ cukru
budeme znazorfiovat Zlutou krychli¢kou, krychliCka svétle hnéda predstavuje kostku titinového cukru.

1) Na obr. 1 je zakresleno prvnich pét staveb z kostek cukru, které vznikly podle nasledujiciho

Obr. 1

a) UrcCete pro jednotlivé stavby celkovy pocet pouZitych kostek cukru pi, p2, pP3, P4, Ps.
b) Nakreslete sedmou stavbu a urCete pocet kostek cukru, z nichZ je postavena.
c) Naleznéte obecny vztah pn pro celkovy pocet kostek cukru pro n-tou stavbu.

a) V prvni stavbé je jedna kostka cukru (p1 = 1), ve druhé stavbé byly pouzity Ctyfi kostky
(p2 = p1 + 3 = 4), ve tfeti stavbé je 9 kostek (ps = pz2 + 5 = 9). Analogicky spocitame, ze
psa=p3s+7=16aps =pas+ 9 =25.

b)
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pr=1+3+5+7+9+11+ 13 =49. Sedma stavba je postavena ze 49 kostek cukru.
c) Celkovy pocet kostek v n-té stavbé vypocteme jako
Pn=1+3+5+-+(2n-1).
Jedna se o soucet po sobé jdoucich lichych pfirozenych &isel od jedné do (2n — 1).
Z pfedchozich uvah vidime, Ze posloupnost p,, nabyva hodnot
1,4, 9,16, 25, 36, 49, ...,

coz jsou drohé mocniny pfirpzenych Cisel. To nas vede k domnénce (museli bychom ji ovéfit
exaktnim matematickym dikazem), ze

P =n2.
Ke stejnému zavéru dospéjeme i ,manipulativni ¢innosti“ s kostkami cukru, jak je znazornéno
na nasledujicich obrazcich. Pro lepSi nazornost postavime ,sudé fady“ z kostek hnédeého
cukru. Stavby na obr. 1 nejpve preskladame do tvaru
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To nas opét vede k zavéru, ze p, = n?.

2) Na obr. 2 je zakresleno prvnich pét staveb z kostek cukru, které vznikly podle nasledujiciho
pravidla: V prvni fadé je jedna kostka. Kazda dalSi fada ma vzdy o dvé kostky vice nez fada
predchozi, kostky obou druhli cukru se pravidelné stfidaji.
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Obr. 2

a) UrCete pro jednotlivé stavby, kolik kostek daného druhu cukru bylo ke stavbé pouZito.

b) O kolik méné kostek titinového cukru potfebujeme k postaveni n-té stavby?

c) Pro kazdy druh cukru urcete, kolik kostek budeme potfebovat k vytvoreni n-té stavby.
a) Nejprve si kostky cukru z obr. 2 pfeskladame a vytvofime z nich nové stavby.
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Podty kostek pouZzité pro dané stavby jsou:

bily cukr: 1,3, 6,10, 15
titinovy cukr: 0, 1, 3, 6, 10
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b) Uvédomime si, ze v kazdém fadku stavby je o jednu tftinového cukru méné. Protoze je n-ta stavba
sloZena z n fad, je v ni 0 n kostek tftinového cukru méné.

c) Z ulohy 1 vime, Ze k vytvofeni n-té stavby potfebujeme celkem n? kostek. Z ulohy 2b plyne, Ze
v n-té stavbé je o n kostek titinového cukru méné nez cukru bilého. Odtud jiz snadno uréime hledany
pocCet kostek daného druhu pro n-tou stavbu:

n?-n nn+1)

bily cukr: Pp=—" tn=

2_ —
titinovy cukr: p, = = - == n(nz n

3) Z kostek cukru mUzeme stavét i slozitéjSi (prostorové) utvary. Stavby na obr. 3. vznikly podle
nasledujiciho pravidla: V prvni vrstvé je jedna kostka. Kazda dalSi vrstva je Ctverec z kostek. Strana
Ctverce ma vzdy o jednu kostku vice nez mél predchozi ¢tverec.

a) UrCete pro jednotlivé stavby na obr. 3, kolik kostek cukru bylo ke stavbé pouzito.
b) UrCete polet kostek cukru, z nichz je postavena sedma stavba.

c) Naleznéte obecny vztah pn pro celkovy pocet kostek cukru pro n-tou stavbu.
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Obr. 3

a) V prvni stavbé je jedna kostka cukru (p1 = 1), ve druhé stavbé bylo pouzito pét kostek
(p2 = p1 + 4 =5), ve tfeti stavbé je 14 kostek (ps = p2 + 9 = 14). Analogicky spocitame, Ze
ps=p3+ 16 =30 a ps = pa + 25 = 55.

b) Podobné jako v pfededlém pfipadé vypocitame, Ze ps = ps + 36 =91 a p7 = ps + 49 = 140.
¢) Z predeslych uvah plyne, ze

Pp =12 +2243%+ - 4 n?,
coz lze upravit na tvar
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